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Resumo

� O que é a Biomatemática?

� Modelo malthusiano de crescimento populacional

� Extensão a ambientes com perturbações aleatórias

� Utilização financeira do mesmo modelo

� Modelos com dependência da densidade

� Modelo logístico

� Modelo de Gompertz

� Modelo de Gompertz em ambiente aleatório

� Aplicação ao crescimento de indivíduos

� Modelos de pesca

� Modelos de várias populações
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O que é a Biomatemática?

� Utilização de modelos matemáticos no estudo de problemas 

biológicos.

� ESMTB, SMB, …, revistas

� Modelos e realidade

� Métodos matemáticos inspirados em processos biológicos
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O que é a Biomatemática?

ALGUMAS ÁREAS

� Ecosistemas
� Fisiologia
� Hemodinâmica
� Neurociências
� Morfogénese
� Epidemiologia
� Sequenciação genética
� Genética de populações e evolução
� Demografia
� Imagiologia
� Ensaios clínicos
� ………..
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O que é a Biomatemática?

ÁREA DE DINÂMICA DE POPULAÇÕES

� Os pioneiros: Lotka, Volterra, Kostitzin, Pearl, Verhulst
� Uma ou várias populações (competição, predação, simbiose, 

parasitismo,…)
� Populações estruturadas (sexo, grupo etário, outros grupos, 

aleatoridade demográfica)
� Tempo discreto e tempo contínuo
� Ambiente fixo e variável (determinístico ou aleatório)
� Sujeitas ou não a pesca ou caça
� Fenómenos migratórios
� Variabilidade geográfica
� ……………………
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Modelo malthusiano de crescimento 

populacional

Crescimento de uma população sem limitações ambientais e sem migrações

Crescimento de capital com taxa de juro fixa

N(t)  tamanho da população no instante t ≥0

N(0)=N0>0

∆N(t)= N(t+∆t)−N(t) ≅ (r ∆t) N(t) )(
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Modelo malthusiano de crescimento 

populacional

Taxa de crescimento
(per capita) constante
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Modelo malthusiano de crescimento 

populacional

ln N0=C

Aplica-se também a capital com taxa de juro fixa  slides
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Perturbações aleatórias do ambiente 

(ou do mercado – acções)

B(t)  perturbações acumuladas até ao instante t ≥0
Processo estocástico
B(0)=0
B(t ) tem distribuição  N (0, σ2t )

∆B(t)= B(t+∆t)−B(t)
incrementos independentes

Processo de Wiener

W(t )= B(t ) / σ tem distribuição N (0, t ) 

processo de Wiener padrão (movimento browniano)

∆N(t) ≅ (r ∆t + ∆B(t)) N(t) 

dN(t) = r N(t) dt + σ N(t) dB(t)

EDE        modelo de Black-Scholes solução é processo estocástico

slides
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Modelos com dependência da densidade 

Modelo logístico ou de Pearl-Verhulst
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Modelo logístico 

ln N0 – ln (1- N0 /K)=C
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Modelo de Gompertz
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Modelo geral 

g : (0,+∞) → (0,+∞) 

de classe C1 estritamente decrescente com g(+∞)<0.

g(0+)<0    N=0 glob. assint. estável.

Há extinção N(t) →0

g(0+)>0    N=0 instável e N=K glob. assint. estável. 

Não há extinção e N(t) →K 

)(Ng
dt
dN

N
=1
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Modelo geral com flutuações aleatórias do 

ambiente (Braumann 1999,...)

g(0+)<0 Há extinção N(t) →0

g(0+)>0 Não há extinção mas N(t) não tende para K 

Solução é processo estocástico

FN(t)(x) →F(x) com f.d.p. (densidade estacionária)

Extinção “matemática” e extinção realista

Carlos e Braumann (2005,2006) tempos de extinção

)()( tNdWNdtNgdN σ+=
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Modelo geral com flutuações aleatórias do 

ambiente
)()( tNdWNdtNgdN σ+=
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Modelo geral com flutuações aleatórias do 

ambiente
)()( tNdWNdtNgdN σ+=
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Ecosistemas

SISTEMAS DE EQUAÇÕES DIFERENCIAIS

Slide
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Crescimento individual
Dados do peso de bovinos mertolengos da estirpe rosilho (dados 
Carlos Roquete).
A curva a estudar corresponde à evolução do peso de um animal.
Projecto FCT (com Patrícia Filipe): Modelos estocásticos.
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Objectivos

� Estudo propriedades modelos gerais
� Estimação e previsão
� Quantos dias para a maturidade?
� Data mais conveniente para abate
� Distribuição de probabilidades dos pesos no instante t e assintótica
� Estudo das diferenças individuais entre os K
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Pescas

Capturas constantes 

Modelo logístico

CNKNr
dt
dN −−= )/(1
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Pescas

Capturas constantes 

dt
dN

0 K
N

K/2

MSY=rK/4

C

Est.Inst.

Cóptimo mas eq. inst.

Cuidado com erros de estimação
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Pescas

Esforço constante

Modelo logístico

ENNKNr
dt
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Pescas

Esforço constante

dt
dN
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Pesca

Modelos gerais

h(t) esforço de pesca

Como escolher h(t) para optimizar captura acumulada descontada?

Controlo óptimo

Caso h(t) = h(N(t)); estudo equilíbrios óptimos

Ambiente aleatório (Braumann 1999, 2001)

NthNNg
dt
dN

)()( −=
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Conclusão

� Demos uma pequena amostra de uma pequena área da Biomatemática.

� É um mundo aberto, com muita investigação teórica e aplicada feita e mais 

ainda por fazer.
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